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Resumen

El factor de visién entre superficies es esencial en
la transferencia de calor por radiacién. En la actua-
lidad, para evaluar los factores de visién entre geo-
metrias triangulares con bordes comunes y dngulo 6
no se dispone de soluciones analiticas, debido a la
elevada complejidad matematica asociada a su desa-
rrollo. Para estas configuraciones, la literatura solo
tiene las soluciones graficas de Sauer, cuyo uso genera
errores medios del 12 %. En este trabajo se desarro-
lla un método aproximado que no genere una alta
complejidad matematica y que garantice un ajuste
inferior al 12 %. Para este propésito fueron estudiadas
32 configuraciones geométricas diferentes (8 bdsicas
y 24 derivadas), siendo obtenidas las soluciones para
cada uno de los casos evaluados. Para la validacién
de los modelos obtenidos se usaron 42 dimensiones
diferentes de emisor y receptor, siendo computados en
cada caso los factores de vision mediante la solucién
analitica (SA), la solucién numérica obtenida con la
regla multiple de Simpson 1/3 (RMS) con cinco inter-
valos y mediante la rafz cruzada de Bretzhtsov (RCB),
comparandose finalmente los resultados obtenidos en
cada uno los ocho casos basicos. En todos los casos
evaluados, la RCB mostr6 los mejores ajustes, con
un error de &6 % en mads del 90 % de las muestras,
mientras que la RMS mostré una dispersién media
de 46 %en el 65 % de los datos. La naturaleza préc-
tica de la contribucion y los valores razonables de
ajuste obtenidos, establecen a la propuesta como una
herramienta adecuada para su uso en la ingenieria
térmica.

Palabras clave: superficies triangulares, raiz

cruzada de Bretzhtsov, factor de visién

Abstract

The view factor between surfaces is essential in radia-
tive heat transfer. Currently, there are no analytical
solutions to evaluate the view factors between tri-
angular geometries with common edges and angle 6
due to the high mathematical complexity associated
with their development. For these configurations, the
literature only has Sauer’s graphical solutions, which
generate average errors of 12%. This study developed
an approximate method that does not involve high
mathematical complexity and guarantees a fit of less
than 12%. For this purpose, 32 different geometric
configurations were studied (8 basic and 24 derived),
obtaining the solutions for each evaluated case. 42
different transmitter and receiver dimensions were
used to validate the models obtained. The vision fac-
tors were computed in each case using the analytical
solution (AS), the numerical solution obtained with
Simpson’s 1/3 multiple rules (SMR) with five inter-
vals, and Bretzhtsov’s cross-root (BCR). The results
obtained in each of the eight base cases were com-
pared. In all cases evaluated, the BCR showed the
best fits with an error of £6% in more than 90%
of the samples, while the SMR showed an average
scatter of £6% in 65% of the data. The practical
nature of the contribution and the reasonable fitting
values obtained show that this proposal is a suitable
tool for thermal engineering.

Keywords: triangular surfaces, Bretzhtsov cross-root,
view factor
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1. Introduccién

En la ingenieria térmica es requerido evaluar la ra-
diacién térmica entre superficies. El factor de visién
es quien establece que fraccién de la energia radiante
emitida por una superficie es interceptada por otra [1].

La relacion geométrica entre dos superficies y su
influencia sobre el factor de visién ha sido objeto de
estudio durante décadas, siendo obtenidas soluciones
numéricas y analiticas para disimiles configuraciones
geométricas [2-5]. Una compilacién extensa de factores
de vision, con méas de 320 configuraciones diferentes,
fue dada por Howell [6].

El salto acelerado del uso de las técnicas computa-
cionales ha generalizado el uso de programas comer-
ciales basados sobre el método de elementos finitos
(MEF) en la solucién de problemas de radiacién tér-
mica [7-10].

Los problemas tridimensionales de bordes se re-
ducen a superficies con bordes comunes y dngulo 6
incluido. Sin embargo, para este tipo de geometrias el
uso del algebra de factores de forma es muy tedioso,
siendo preferidas las soluciones numéricas, entre ellas
el MEF [11-13].

En el MEF, los mallados generalmente utilizan ele-
mentos triangulares y raramente usan rectangulos o
cuadrados, a menos que la geometria global sea un cubo
perfecto. La determinacién de una solucién analitica
para el factor de vision entre geometrias triangulares
requiere de sumas de integrales multiples, debido al
cambio de los contornos de integracion. Las soluciones
en muchos casos no son funciones elementales, siendo
requerido manipular funciones trigonométricas inver-
sas, polilogaritmos y sumas de series infinitas [14].

Esto propicia que la integracién directa sea una
tarea extremadamente engorrosa para geometrias no
compartidas o sin bordes comunes, lo cual hace preferir
la integracién numérica. Por este motivo, se carece de
soluciones analiticas para este tipo de geometrias [15].

Mediante RMS con cinco intervalos, fueron grafi-
cados los factores de visién para varias geometrias
triangulares perpendiculares y con borde comin [16].
Sin embargo, su interpretacion grafica genera errores
medios del 12 %, ademds de no ser aplicables al MEF,
pues no pueden ser discretizados. Actualmente, en la
literatura técnica especializada, para obtener los fac-
tores de vision entre geometrias triangulares solo se
dispone de esta solucién grafica [6-13].

El método de RCB brinda un ajuste razonable
durante la aproximacion de funciones complejas, por
tal motivo puede ser utilizado para generar las ex-
presiones requeridas en la discretizaciéon del MEF. El
método RCB es similar al MEF, pues su concepciéon
matematica se basa en la formacion de nodos, obtenién-
dose los ajustes con polinomios a partir de la inter-
conexién de los nodos [17]. A partir de lo anteriormente
planteado, se muestra que en la actualidad se carece

de soluciones analiticas (exactas o aproximadas) para
la estimacion de los factores de visiéon entre las geo-
metrias triangulares con bordes comunes y angulo 6
incluido.

Por tanto, el objetivo principal de este trabajo es de-
sarrollar soluciones aproximadas para el calculo de los
factores de vision entre geometrias triangulares con bor-
des comunes y dngulo 6 incluido, que no muestren una
alta complejidad matematica y garanticen un ajuste
adecuado respecto a la SA. Asi es posible establecer
un nuevo método de andlisis, para su uso en el MEF.

En esta investigacién, se desarrollan las soluciones
analiticas exactas para ocho geometrias triangulares
bésicas y sus respectivas RCB. Para establecer com-
paraciones se calcularon 42 ejemplos con varias rela-
ciones de aspecto para cada geometria, usando la SA,
la RCB y la RMS.

Dado el caracter practico de la contribuciéon y los
valores razonables de los ajustes obtenidos, la propu-
esta es una herramienta adecuada para su aplicacién a
la ingenieria térmica y practicas afines que requieren
célculos de radiacién térmica entre geometrias trian-
gulares.

2. Materiales y métodos

2.1. Definicién del factor de visién

El factor de visién Fjs depende de la posicién y con-
figuracién geométrica de las superficies emisora Ay y
receptora Ao, pudiendo ser definido como la fraccién
de la radiacion que abandona la primera y que es inter-
ceptada por la segunda, lo cual es expresado como [18],
en la ecuacion (1)

1 cos O1 cos Oy
Fro= - — 2
TAY A JAs T

Donde: Oy, O5- angulos entre el vector normal a
las dreas dA; y dAs y la linea que conecta el centro de
las superficies A1 y As, respectivamente. r—distancia
entre los centros de las superficies A; y Ay (véase la
Figura 1).

La ecuacién (1) requiere una doble integracion so-
bre las superficies, lo cual resulta ser muy laborioso,
pues se debe manipular un grupo elevado de integrales
inmediatas y su posterior factorizacion.

El analisis puede ser simplificado mediante apro-
ximaciones numéricas, pues con un grupo razonable
de intervalos, puede ser obtenido un ajuste adecuado.
Para configuraciones tridimensionales (3-D), en la ac-
tualidad se disponen de varios métodos de solucion,
entre ellos la integracién de contorno [19-24].

En este trabajo, sera utilizada la integracion de
contorno para obtener del factor de vision de las ocho
geometrias analizadas. Para aproximar las funciones

dAy dA, (1)
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especiales generadas en la integracion, serd utilizado
el método RCB.

Figura 1. Geometria basica del factor de vision

sin20

fa b= A

guientes sustituciones (ecuacién (3)).

X=W/D;Y =L/D;R=+/X2+Y2—-2XYcos 0
(3)

L D w D .
/ dyl/ dm/ dz/ 5 dyo
0 0 0 o {(y1—y2)?+ 22+ 22— 2xzc08 0}

Para evaluar la ecuacién (2) son utilizadas las si-

2.2. Generado de mallas para elementos de
superficies

En la ingenierfa moderna, en la generacion de mallas
unos de los elementos mas utilizados son los triangu-
lares. Contrariamente, los rectangulares o cuadrados
son utilizados en muy pocas ocasiones, exceptuando
los casos que la geometria global sea un cubo perfecto.
La formulacion de este tipo de geometrias requiere un
tratamiento matemaéatico complejo que incluye sumas
de la cuddruple integral ecuacién (1), causado por la
variacion de los limites en la proyeccion sobre cada eje
coordenado. El factor de visién entre dos superficies
rectangulares del mismo ancho, con borde comin y
angulo 0 incluido (véase la Figura 2), viene dado por
la ecuacién (2).

(2)

Después de evaluar la ecuacién (2) se obtiene la
siguiente solucién f(1) (ecuacién (4)).

+iln{{)]§§

f(l) - Y

(

14x2
1+R2

X

2 .
cos 20 X“sin® 0 ) -
Y°4+Y“R
R2+y2R2

>Y25i7L2 20 (

(1+X2)(1+Y?)

—% {than -1 (%csc 0 — cot 0) + X%tan 1 (Xcsc 6 — cot 0) + XYsin 6+ (g — 9) (X2 —|—Y2)}—|—

) cos? 0+1

+(sin® 0 cos O)tan™! (Ysm Oy X2 tcot? 9+1) \/X4 + X2(cot? 0 + 1) + Xtan ™" ( L

X2-Y Xcos 6+1

En las ecuaciones (2), (3) y (4), el dngulo 0 es dado
en radianes. La ecuacion (4) es muy compleja, por esta
razén, la ultima integral no fue resuelta, dado que su
solucién puede ser obtenida numéricamente usando
la regla de Simpson 1/3 (con ocho intervalos como
minimo).

En la Figura 3, mediante el trazado de lineas dia-
gonales, la superficie emisora A; y receptora As son
divididas en ocho geometrias triangulares. Aplicando
el algebra de forma para la geometria generada en la
Figura 3, son obtenidas %n"‘l = %44_1 = 32 combi-
naciones de factores de visién. La geometria analizada
es simétrica, por tanto, es posible definir siete casos
bésicos (véase la Figura 4), los cuales serén:

Caso 1: Tridngulo rectangulo a rectangulo, con
lado comtn y dngulo 6 entre ambas superficies.

Caso 2: Triangulo rectangulo a triangulo rectan-
gulo, con lado comun y angulo 6 entre ambas superfi-
cies: vértices en un punto comun.

. . 2
—|—Ytan71 (%) _ RCOtil(R) + szn229 fOY 72 Fcot? 0+ 1 tan~1 (stn 0V z° +cot? 6+1

1+R? +
x)+
22 —2Xcos 0 + 1) dz

(4)
Caso 3: Triangulo rectangulo a tridngulo rectan-

gulo, con lado comun y angulo 6 entre ambas superfi-
cies: vértices en extremos opuestos.

Caso 4: Tridangulo isosceles a rectangulo, con lado
comun y angulo # entre ambas superficies.

Caso 5: Triangulo rectdngulo a tridngulo rectan-
gulo de distinto tamafio, con angulo # entre ambas
superficies: vértices en un punto comun.

Caso 6: Triangulo rectangulo a tridangulo rectan-
gulo de distinto tamaifo, con angulo 6 entre ambas
superficies: vértices en extremos opuestos.

Caso 7: Tridngulos rectangulos perpendiculares
con un borde igual y dispuestos en direccion opuesta.

Los factores de visién para los restantes casos
pueden ser obtenidos mediante la regla de sumas.
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Figura 2. Rectangulos de igual ancho, con borde comtn
y angulo # incluido

P
}_

|
i

Figura 3. Divisién de superficies rectangulares en elemen-
tos triangulares

Figura 4. Configuraciones bésicas para geometrias triangulares

2.3. Modelacién del factor de visién. Caso 1

En el caso 1 (véase la Figura 5), se cumple la ecuacién
(5).

zsin 6. zsin 0

ro T 5
r=(y —y1)> + 2%+ 22 — 2zzco0s 0 (5)

cos O1 = cos Oy =

|
§

Figura 5. Geometria béasica para el caso 1

Sustituyendo la ecuacion (5) en la ecuacién (1), el
factor de vision Fi2 viene dado por la ecuacién (6).

fa= Sirnjlg foL dy [P dx foD dz-

w
.fo - Tz 2dy2
{(yl—yg) +22+22—2z2c0s 0}

(6)

Para ejecutar la integracién, en la ecuacién (6) fue
realizado el cambio indicado en la ecuacion (7).

W=aD=bL=c (7)

La ecuacion (6) es integrada primero sobre la super-
ficie emisora A7, obteniéndose una suma de integrales,
la cual viene dada por la ecuacién (8).
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22 (z2 —2azcos 0+1+a2)

f2 = Wi1141 fOb dy fOc {tCLTL71 (%) + ZSi72L2 oln |:(1+22)(a2+2272azcos [Z

a—zcos 0

zsin 0

}fzsm 9008‘9[**9+tan (w)]+

+cos 0v/1 + z2sin? 0 [tcm_l ( ) +tan! (

\/14+22sin2 0

Después de un complejo proceso, en el que fue re-
querido resolver n™ = 4* = 256 funciones primitivas,
es resuelta la suma de integrales dobles dada en la

b2+02 234

zcos 0 acos O—z
_|_
\/1+z25in2 0 \/a2+z272azcos 0

o (e
a2+42z2—-2azcos 0
(8)

ecuacién (8), cuya solucién es proporcionada en la
ecuacién (9):

Vo

a2 2
f(2) = 2f<1) { 8((12:),1,2) In ((a2+¢:2)

(a +c )) atp2
2+b2)2ln (a(b2+c2) + 4(a2+b2)2ln

a2c2 ((b2+02)(a2+b2+c2)) +

(%) + 8(E2+b2)ln 82(a2+02)

a2 a.4(a,2+b2+c2)2 b2 (a2+b2)(a +c2) 2 02(a2+b2+c2) 3 —1 (b 1 1
+§l7’l (m) + gl’l’l (m) + gln (W) + *G/b tan (g) + EbC tan
—1p/a2 2 -1 b _ 2 2 ab?(2a—mb)
sbva? + c*tan (\/a2+c2> e 2erz)ln (a +c ) + 8(a? 152 +
a2b2( X —bz_p?) (a® +b2)% bz+cz,azjb2
+ a” b tan™! 3 < —
2(a2+b2)%\/b2+c2 —i (a2+02)2 (bZ“L L *bz{(“”w)*bz})
+b

40 [

a

En la ecuacién (9), el término f(;) es obtenido
mediante la ecuacién (4). Dada la complejidad de la
ecuacion (9), la dltima integral no es resuelta, obtenién-
dose su solucién de forma numérica mediante la RMS
(se recomiendan doce intervalos). La ecuacién (9) es
transformada a la ecuacion (10).

Fia = fin) = 2Fq) - on (10)
La ecuacion (10) es posteriormente transformada,
dividiendo cada variable dimensional por la longitud

—1 ay/z2+c b 1 bap )
an + tan ( 2 dx
<12+c2+b§(zza1)> Vx24e z2+c

del borde comiin b, quedando de la forma de la ecuacién
(11).

1=b/b; X = a/b;Y = /b
R=vVX2+Y2-2XYcos 0

(11)

Aplicando en la ecuacién (9) el cambio de variables
declarado en la ecuacién (11), es obtenida la solucién
analitica para el caso 1, la cual viene dada por la
ecuacion (12).

Xx2y?

f(Q) = Zf(l) { X2+l ln (Y}i’ ) XQj»l) ln
)ln (Rz) + 3 tan (%) + %tanfl (%) —

g (3) i

Y2R2

(i) g (52

8(X2+1)
Stan™' (%) +

Xi(r241)
+3 Lin { <R2(X2+1)

+
A

La ecuacion (12) es una combinacién de variables
(Y; X) y su evaluacién es una tarea compleja, al ser re-
queridos resolver polilogaritmos, sumas de series infini-
tas y funciones trigonométricas inversas. Sin embargo,
mediante el método de raices cruzadas de Bretzhtsov
es posible obtener un resultado aproximado, lo cual
simplificaria el cdlculo del factor de visién.

Para implementar el método de raices cruzadas, son
construidos los nodos usando valores prefijados (Y; X),
los cuales son unidos por medio de lineas diagonales

X2 2
v\ ey | e (12
R2(X241) RZ11 + s(xz+1)
3 2
Xz(yz X2+1) ran—1 (x241)2 Y27§2if B
(X2+1)(Y2—§§:21)—X2

formando las familias de curvas a,, y b,. En este tra-
bajo son usados los valores Y = (0.1;0.2;0.5; 1; 3; 10)
y X =(0.1;0.3;0.6; 1; 3; 6; 10).

En las Tablas 1 y 2 son resumidos la combinacion
de variables (Y; X) para cada nodo y los nodos que
integran cada curva a, y b,, respectivamente, mientras
en la Figura 6 son graficadas las familias de curvas a,
y b

El siguiente paso es computar el factor de visién
mediante la ecuacién (12) para cada una de las com-



34

INGENIUS N.° 30, julio-diciembre de 2023

binaciones de variables (Y; X) dadas en la Tabla 1,
graficindolos en un diagrama Fo; X, (véase la Figura
7). La unién de los nodos a lo largo del eje x permite
crear una tercera familia de curvas ¢,. Una particula-
ridad es que todos los nodos integrantes de una misma
curva ¢, le corresponden el mismo valor de la variable
Y (véase la Tabla 1). En la Tabla 3 son resumidos los
nodos que integran cada curva c,.

Tabla 1. Combinaciones variables (Y; X) para cada nodo

nodo (¥,X) mnodo (Y¥,X) mnodo (Y,X) mnodo (V,X)
1 3;0.1 12 1;0.6 23 05;1 34 0.5;6
2 10;03 13 31 24 1:3 35 1:10
3 1;01 14 10:3 25 3.6 36 01 3
4 3:;03 15 01;01 26 10;10 37 02:6
5 10;06 16 02;03 27 01;06 38 0.5;10
6 05;01 17 05;06 28 02;1 39 0.1;6
7 1;03 18 1:1 29 0.5;3 40 0.2:10
8 3:0.6 19 3:3 30 1:;6 41 10;0.1
9 1051 20 10; 6 31 3;10 42 0.1;10
10 02;01 21 01:03 32 01:1
11 0.5;0.3 22 0.2;0.6 33 0.2;3

Tabla 2. Nodos que integran cada curva a, y b,

an nodos b, nodos

ay 1-2 by 10-21

as 3-4-5 by 6-16-27

as 6-7-8-9 bs 3-11-22-32
o 10-11-12-13-14 by 1-7-17-28-36
as  15-16-17-18-19-20 b5  41-4-12-23-33-39
ag  21-22-23-24-25-26  bg 2-8-18-29-37-42
ar 27-28-29-30-31 b7 5-13-24-34-40
as 32-33-34-35 bs 9-19-30-38
agy 36-37-38 by 14-25-35

aio 39-40 b10 20-31

Tabla 3. Nodos que integran cada curva c,

nodos
3-7-12-18-24-30-35
1-4-8-13-19-25-31
41-2-5-6-14-20-26

Cn nodos Cn
¢ 15-21-27-32-36-39-42 ¢4
co  10-16-22-28-33-37-40 ¢
c3 6-11-17-2329-34-38 Ce

21 27 32 36 39 42
15I‘as, ‘br“as_’ g;':.‘as J,f“as ,-‘g'i_: ,-‘.
.-""‘-__ th"\ ,"\ - ,"-_‘ ’:“« N
108 e . v X
5., D271 720N 1287 7T BB 37 A0
- - N kY - LY LAY
pras S’ S’ -~ A N
60, .9 s o
P one T 11 17 23 T T 29 S50 7340538
3¢ o e e e e
ba” ?\‘ EADA N '\\‘. - ~ Jrd . #:
af:‘: \)’:112 ‘f: 18 ‘:-:: 24 e 30 ?:I 35
Jis Sae S NS L ~ . PN AN
T O O
Ta1, bsT AN BN 13T o719 sy 31
pe X 4 ey > N
LT T, e ‘b? o heT S b bk
‘I -..‘! 3 ..v \‘l
41 2 5 9 14 20 26

Figura 6. Familias de curvas a, y b,

0.5
32 36 39 g 42
27 @ e ®
21 @ 33 37 @40
0.4 .15 022 ®28 o ®
15 M L, 2 029 @34 @38
0.3 hd e @30 @35
~ 10 oll e18
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X

Figura 7. Esquema para aplicar las raices cruzadas

Cada curva de las familias a,,, b,, ¢, es aproximada
de forma individual mediante el método de minimos
cuadrados (MC), usando un polinomio de tercer grado
en la forma mX?3+nX?2+40X +p, estableciendo asf una
dependencia entre el factor de visién Fi5 y la variable
X. En la Figura 8 es dada la aplicaciéon del método
para las curvas as, bs, c4.

En la Tabla 4 son resumidos los valores de las
constantes m, n, o, p obtenidos en la implementacién
de MC a la totalidad de las curvas a,, b,, ¢,. En
cada curva, los valores m, n, 4o, p son promediados,
obteniéndose de esta forma las funciones aproximadas
Ay, By, Cy.

Para cada curva, el dngulo aparente de transmi-
sibilidad (véase la Figura 8) es dado por la ecuacién

(13)
Y = tan~! (ii)

Por tanto, la raiz cruzada de Bretzhtsov es dada
por la ecuacién (14).

(13)

Pn = Aan + Bpp +Cy (14)

Las constantes m, n, o, p para los polinomios A,,,
B,,, C,, son resumidos en la Tabla 4. Inicialmente para
las aproximaciones fueron utilizadas las variables X,
manteniendo constantes las variables Y por tanto, para
aplicar las raices cruzadas, se alternan las variables Y
por X, obteniéndose las ecuaciones (15), (16) y (17)
para los polinomios A,,, B, C,,.

A, = —0.022Y3 +0.316Y2% — 0.89Y +0.5  (15)
B, =0.056Y> — 0.783Y% 4+ 2.23Y — 1.43  (16)
Cp = 0.03Y3 4 0.407Y? — 1.07Y + 2.02 (17)
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19 Figura 8. Aproximacién mediante minimos cuadrados: (a)
0.4 - curva as, (b) curva bs, (c) curva cs
0.3 1 Sustituyendo las ecuaciones (15), (16) y (17) en
£ la ecuacién (14), se obtiene que la raiz cruzada de

Fi2=0.019x*-0.197%%+ 0.583x - 0.068
R*=0.991

©n = (—0.022Y3 + 0.316Y2 — 0.89Y + 0.5) )2 + (0.056Y3 — 0.783Y2 + 2.23Y — 1.43) ¢—
—0.03Y% +0.407Y%2 — 1.07Y + 2.02

Tabla 4. Constantes m, n, o, p obtenidas con el uso de

MC

Curva m n o P

as 0 0.186 -1.023  0.51

as 0.549 0.32 -0.528 0.91

on -0.278  0.28 -0.88  0.352

as -0.337 0.2 -0.514 0.373

ag -0.11 0.64 -248  0.484

ar 0 0.66 -0.95  0.456

as 0 -0.03 -0.713 0.447

agy 0 -0.05 -0.03  0.468
promedio A,, -0.022 0.316 -0.89 0.5
Curva m n o P

b 0 0 3.06 —1.181

by 0 -1.96 2.97 -1.53

bs 0 -1.18 2.34 -1.44

by 0.424 -0.592  1.98 -1.67

bs 0.019 -0.197 2.583 —1.068

fe) =2fa) - { (-0.022Y3 + 0.316Y? — 0.89Y + 0.5) ¢ + (0.056Y> — 0.783Y 2 + 2.23Y — 1.43) ¢—
—0.03Y3 4+ 0.407Y2 — 1.07Y +2.02 }

Bretzhtsov para el caso 1 viene dada por la ecuacién
(18).

(18)

bs 0.106 —-1.91 3.22 -2.99
b7 0.011  -0.75 2.37 -1.07
bs 0 -0.93 229  -1.123
b 0 -0.31 1.19 -1.285
bio 0 0 0.29 -0.94
promedio B,, 0.056 —0.783 2.23 -1.43
Curva m n o P
c 0 0.16 -1.69 2.374
Co 0.018 028 -1.103 2.307
cs 0.02 034 -1.161 2.183
cyq 0.002 -0.035 -1.173  2.088
cs 0.14 0.99 -0.92 2.16
co 0 0.71 -0.37 1.01
promedio C,,  0.03  0.407 -1.07 2.02

Sustituyendo la ecuacion (18) en la (10) es obtenido
el factor de vision para el caso 1, el cual viene dado
por la ecuacién (19).

(19)
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3. Resultados y discusién

Para el uso en la ingenieria practica, la ecuacién (19)
es mucho més simple que la solucién analitica (SA)
dada con anterioridad en la ecuacién (12). El porciento
de desviacién (error) es computado con respecto a la
solucién analitica y es obtenido mediante la ecuacion
(20) [25].

SA—Val

Dy, =100 -
% 00 A

(20)

Donde: Do, es el porciento de desviacién, en %. SA
es el factor de visién obtenido con la solucién analitica.
Val es el factor de visién obtenido mediante métodos
aproximados.

Para calcular los valores de Dy, son computados
los factores de visién para todas las 42 combinaciones
de variables (Y; X) dadas en la Tabla 1, utilizando
la SA, la RMS con cinco intervalos y los factores de
vision obtenidos con la RCB.

En la Figura 9 son graficados los valores Do, obte-
nidos con la ecuacién (18) para los factores de visién
calculados mediante RMS y RCB, ajustados en bandas
de error de &3 % y 6 %.

D%
=

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
1an'l[)(/‘|']

Figura 9. Dy obtenidos de la ecuacién (18) para el caso 1

Para el caso 1, la Figura 9 muestra que las RCB
proporcionan un mejor ajuste con respecto a la SA,
con un error medio de +£3 % en el 100 % de los pun-
tos (Y; X) analizados. Contrariamente, los factores de
visiéon obtenidos con RMS, brindan un menor ajuste
con respecto a la SA, con errores medios de £3 % y
+6 % para el 54,8 % y 85,7 % de los puntos (Y; X)
evaluados, respectivamente.

3.1. Modelacion y validacién de los casos 2 al 7

Para los casos 2 al 7 (véase la Figura 4), matemati-
camente el factor de visién Fi, viene dado por las
ecuaciones (21) a la (26).

sin?0 L y1D/L y2D/L Tz
Caso 2 f(?’) = A fO d f ' dx fO dy2 ’ {(y1—y2)2+224+22—2x2c050}> dz (21)
in20 L D/L D/L z
Caso 3 f(4) = 6721'2110 fO dy Ul / dx fO yZ {(yl_y2)2+$2ﬁ-22—21‘20089}2 dz (22)
sin20 L/2 y1D/L y D/L Tz
Caso 4 f5) =250 [ yr [V dx fo dz [7? i 2Mmse}Qd (23)
sin20 L/2 y1D/L yD/L Tz
Caso 5  fe) =257 [ dy [y dx fo 2 TR e e dz (24)
sin?0 L/2 y2D/L Tz
Caso 6 f(7) = x4 Jo dyl le/L dx fO dy2 ’ {(y1—y2)2+a2+22—222c080}> dz (25)
sin L/2 W/2 D/L Tz
Caso 7 f(S) o 7TA10 0 dy f Y1 D/L fw {(y1—y2)2+22+22—2xzc080 }> dz (26)
Las soluciones analiticas de las ecuaciones (21) a la
(26) son extremadamente extensas y complejas, al ser
requerido el manejo de funciones de Spence, funcién Para la solucién de las ecuaciones (21) a (26) se

gamma, sumas de polilogaritmos, funciones de Bessel
modificadas de primera especie y 6rdenes cero, uno y
dos, por esta razén, no seran presentadas aca.

Caso 2 f(g) = 2f(

1) - {(=0.001Y? +0.033Y2 — 0.14Y + 0.265)1)? +

aplica el mismo procedimiento usado en el caso 1,
obteniéndose para los casos 2 al 7 las siguientes apro-
ximaciones para calcular el factor de visién.

(0.011Y3 —0.177Y2 4+ 0.7Y — 0.615)1—

—0.01Y? +0.142Y2% — 0.475Y 4 1.29}

(27)
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Caso 3  fuy =2fu) - {(—0.031Y3 4 0.424Y2 — 1.257Y + 1.1)¢? + (0.071Y® — 0.975Y % + 2.92Y — 2.06)t)—
—0.034Y% 4 0.462Y2 — 1.268Y + 1.6}

(28)

Caso 4 fi5)=2fq) {(—0.01Y? +0.24Y + 0.67)¢* + (0.02Y2 — 0.31Y —2.2)¢) — 0.02Y2 4 0.27Y + 3}

Caso5 [ =2fa) - {(—0.02Y% +0.29Y% — 1.1Y + 0.6)y? + (0.06Y® — 0.88Y % + 2.96Y — 4.41)¢)—
—0.04Y® +0.55Y? — 1.41Y + 1.87}

(29)

(30)

Caso 6 fiz) = 2fa - {(~0.011Y® 4 0.12Y% — 0.025Y + 0.52)¢)? + (0.025Y3 — 0.307Y2 + 0.49Y — 1.64)¢)—
—0.134Y3 +0.183Y2 — 0.35Y + 247}

Caso T fs) = 2f) - {(0.0152 — 0.108Y + 0.08))* 4 (—0.015Y2 4 0.096Y + 0.048))—
—0.001Y% + 0.04Y + 0.058}

En la Figura 10 son graficados en bandas de error
de £3 % y +6 %, los Dy, obtenidos con la ecuacién
(18) para los factores de visién calculados con RMS y
RCB para los casos 2 al 7.

Para el caso 2, la Figura 10 muestra que las RCB
brindan el mejor ajuste con respecto a la SA, con
un error medio de +3 % en el 97.6 % de los pun-
tos (Y; X) analizados. Contrariamente, los factores de
visién obtenidos con RMS, producen un menor ajuste
con respecto a la SA, con errores medios de +3 %

5T o . [¢ RMS[®RCE .

6 === v.._‘.”_ ........ _.‘_i—ﬁﬁ
- . o

41 e % o +3%

2 . - 3’:, 3%
4 *

* * g
6 M — e — e — . s —  — s — — .6)6
8 4+ ! ! ! ! v ! p "'. ‘

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.3
tan 2 (X/Y)

(a)

ST CRSeRCE ¢, .
6 e — .. * = >y — =
i . . o
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- .. ’_.._._._._._.Q_... Lt
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ao -+ o ¢ [ f
oy o o° %o * v 00
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4+
» * e $ 6%
6 g — e — T F 2
Fe 2 .
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tar  (X/Y)

()

(31)

(32)

y +6 % en el 28,5 % y 64.3 % de los puntos (YV; X)
evaluados, respectivamente.

Para el caso 3, se comprueba en la Figura 10 que
las RCB brindan un mejor ajuste con respecto a la SA,
con errores medios de +3 % y 6 % en el 92.9 % y
100 % de los puntos (Y; X) analizados, mientras que
los factores de visién obtenidos con RMS proporcionan
un menor ajuste con respecto a la SA, computando
errores medios de &3 % y 46 % en el 38.1 % y 69.0 %
de los puntos (Y; X) evaluados, respectivamente.
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Figura 10. Valores Dy obtenidos con la ecuacién (18) para los casos analizados. (a) Caso 2; (b) Caso 3; (c) Caso 4;

(d) Caso 5; (e) Caso 6; (f) Caso 7

Para el caso 4, la Figura 10 muestra que las RCB
proporcionan un mejor ajuste con respecto a la SA,
con errores medios de +3 % y £6 % en el 90.5 % y
100 % de los puntos (Y; X) analizados. Contrariamente,
los factores de vision obtenidos con RMS, brindan un
menor ajuste con respecto a la SA, con errores medios
de £3 %y £6 % en el 21.4 % y 61.9 % de los puntos
(Y; X) evaluados, respectivamente.

Para el caso 5, se comprueba en la Figura 10 que
las RCB brindan un mejor ajuste con respecto a la
SA, con errores medios de +3 % y +6 % en el 95.2 %
y 100 % de los puntos (Y; X) analizados, mientras que
los factores de visién obtenidos con RMS proporcionan
un menor ajuste con respecto a la SA, computando
errores medios de &3 % y 26 % en el 26.2 % y 71.4 %
de los puntos (Y; X) evaluados, respectivamente.

Para el caso 6, la Figura 10 muestra que las RCB
proporcionan un mejor ajuste con respecto a la SA,
con errores medios de +£3 % en el 100 % de los pun-
tos (Y; X) analizados. Contrariamente, los factores de
visién obtenidos con RMS, brindan un menor ajuste
con respecto a la SA, con errores medios de +3 %

y £6 % en el 31.0 % y 81.0 % de los puntos (Y; X)
evaluados, respectivamente.

Para el caso 7, se comprueba en la Figura 10 que
las RCB brindan un mejor ajuste con respecto a la SA,
con errores medios de £3 % en el 100 % de los puntos
(Y; X) analizados, mientras que los factores de visién
obtenidos con RMS proporcionan un menor ajuste con
respecto a la SA, computando errores medios de =3 %
y £6 % en el 23.8 % y 73.8 % de los puntos (YV; X)
evaluados, respectivamente.

3.2. Otras configuraciones geométricas

En la Figura 3, las superficies emisora y receptora son
divididas en cuatro superficies triangulares, entonces
son posibles 0.5n™"~1 = 0.5 - 4471 = 32 combinaciones
(véase la Figura 11). Mediante los factores de visién
fay al f(s) es posible obtener los factores de visién
para las restantes configuraciones, aplicando la regla
de sumas y el algebra de factores de forma. En la Tabla
5 son resumidas las relaciones para computar el factor
de vision en las configuraciones dadas en la Figura 11.

Tabla 5. Configuracién de factores de visién para superficies triangulares

Caso F(l—Z) e f(n) Caso F(1—2) e f(n)
Caso 8 feo) = I Caso 20 fry = 3f) + fi8y — 2f6) — 2f7)
Caso 9 faoy = fes) Caso 21 f2y = 4fqy +3f6) +3f(1) = 3f(3) = 2f ey —4f(5) — fo)
Caso 10 fay =2fw) — fo Caso 22 fes) =456y + fi3) + fio) — 2f6) — 2f(7)
Caso 11 faz) = fe) + fen Caso 23 fo1) = 5f(3) +4f ) +5f5) + fis) — 4f() — 4f2) — 4f6) —4f )
Caso 12 fasy =2fe) — fi5) Caso 24 fs) =2f) + fay —2f2)
Caso 13 fay =4fay + f5) —4f ) Caso 25 feo) = 2f0) + fi3) = 2fc2)
Caso 14 fasy = 2f — fie) — fn) Caso 26 fen =Tfe) = fi)
Caso 15 fae) = 4f1) + f6) + fr) — 2f(3) — 2fay Caso 27 fes) = fo) — fr
Caso 16 fan =2f@) — fe) — fo) Caso 28 feo) = f) — o) — fony
Caso 17 fasy = f3) + f8) Caso 29 f0y = 2f3) +2fy + f5) — 4f2) — f6) — fm)
Caso 18 fao = fe) + fory — f) — fis) Caso 30 fey =2fe)+ fio) + ) — Ji5) — 2/
Caso 19 fa0) = 4f(5) + f(3) + fis) — 2f6) — 2f(ry Caso 31 Je2) =2/ + o) + i) = Ji5) = 2/ 19)
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Figura 11. Configuracién de factores de visiéon para superficies triangulares
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4. Conclusiones

Fue desarrollado un método aproximado para la deter-
minacién del factor de visién en 32 combinaciones de
geometrias triangulares con bordes comunes y angulo
0 incluido, situadas en un espacio 3-D.

Para la validacion de los modelos propuestos fueron
evaluados 42 ejemplos con varias relaciones de aspecto
para cada geometria de los ocho casos bésicos, com-
parando los resultados obtenidos mediante la SA, con
los arrojados por la RMS con cinco intervalos y los
computados por el método propuesto con RCB.

En todos los casos evaluados, la RCB mostré6 los
mejores ajustes, con un error de =6 % en maés del
90 % de las muestras, mientras que la RMS mostré
una dispersiéon media de +6 % en el 65 % de los datos.
Este elemento confirma la validez de la hipdtesis so-
bre su uso. Para las restantes 24 configuraciones geo-
métricas estudiadas fueron presentadas las relaciones
béasicas para el calculo del factor de vision a partir las
expresiones obtenidas para los ocho casos basicos. La
naturaleza practica de la contribucién y los valores
razonables de ajustes obtenidos, permiten considerar a
la propuesta como una herramienta adecuada para su
uso en la ingenieria térmica y en las tareas de cédlculo
de la transferencia de calor por radiacion.

Dada la ausencia de antecedentes similares en la
literatura, el método propuesto refuerza el valor cien-
tifico y practico de esta investigacion, pudiendo ser
incorporadas las soluciones proporcionadas a los cata-
logos disponibles en la actualidad, para el cdlculo de
los factores de visién.
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